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1. 目的
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を高校数学の範囲で証明する．高校数学の範囲でも証明方法はいくつかあるが，ここでは
フーリエ級数を用いた方法を紹介する（ただし，フーリエ級数自体は証明には明示的には
出てこない）．

2. 証明

以下，0 ≤ x ≤ π とする．まずは和積の公式

2 sin
x

2
cos kx = sin

2k + 1

2
x− sin

2k − 1

2
x

から始める．これを k = 1から k = nまで足すと

2 sin
x

2

n∑
k=1

cos kx = sin
2n+ 1

2
x− sin

x

2

となる．よって

Dn(x) =


sin 2n+1

2
x

sin x
2

(x ̸= 0)

2n+ 1 (x = 0)

とおくと，Dn(x)は 0 ≤ x ≤ πで連続で
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となり，一方で右辺は
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が示される．

3. 剰余項の評価

評価したい積分の積分区間を∫ π
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となる．ここで
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と評価できる．
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となるので，求める等式が示された．

4. 補足

以下は高校数学の範囲外になる．この証明の背後にあるのは，ディラックのデルタ関数 δ(x)

のフーリエ級数展開
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となることに注意する．

証明に出てきた Dn(x)はフーリエ級数の理論で重要な役割を果たすディリクレ積分核と
呼ばれるものである．今回の証明では，∫ π
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となることが知られている．このとき，可積分条件より f(0) = 0でなければならないこ
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