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二変数関数 u(x, y)がC2級，つまり二階連続微分可能であることの条件は

uxx, uxy, uyy

が全て連続になることである（下付きの添え字は偏微分を表す）．

ここで，上の条件は 3つとも必要である．uxxと uyyが連続ならば uxyも連続になりそう
だが，実は uxxと uyyが連続にも関わらず uxyが連続にならないような例が存在する．そ
れを以下に示す．

u =

xy log log

(
1 +

1

x2 + y2

)
((x, y) ̸= (0, 0))

0 ((x, y) = (0, 0))

とすると，v = log

(
1 +

1

x2 + y2

)
と置いて

uxx =


2xy(x4 − 2x2y2 − 3y4 − x2 − 3y2 − 2x2/v)

(x2 + y2 + 1)2(x2 + y2)2v
((x, y) ̸= (0, 0))

0 ((x, y) = (0, 0))

となる．ここで∣∣∣∣2xy(x4 − 2x2y2 − 3y4 − x2 − 3y2 − 2x2/v)

(x2 + y2 + 1)2(x2 + y2)2v

∣∣∣∣
≤ (x2 + y2)((x2 + y2)2 + 3(x2 + y2) + 2(x2 + y2)/v)

(x2 + y2 + 1)2(x2 + y2)2v
=

(x2 + y2) + 3 + 2/v

(x2 + y2 + 1)2v

となるが，(x, y) → (0, 0)のとき v → ∞であるので uxxは連続である．同様に uyyも連続
となる．

一方で

uxy =

 log v − 2(x6 − x4y2 − x2y4 + y6 + x4 + y4 + 2x2y2/v)

(x2 + y2 + 1)2(x2 + y2)2v
((x, y) ̸= (0, 0))

0 ((x, y) = (0, 0))

となるが ∣∣∣∣2(x6 − x4y2 − x2y4 + y6 + x4 + y4 + 2x2y2/v)

(x2 + y2 + 1)2(x2 + y2)2v

∣∣∣∣
≤ 2((x2 + y2)3 + (x2 + y2)2 + (x2 + y2)2/v)

(x2 + y2 + 1)2(x2 + y2)2v
=

2((x2 + y2) + 1 + 1/v)

(x2 + y2 + 1)2v

より (x, y) → (0, 0)で |uxy| → ∞となるので uxyは原点で不連続となる．
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